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Samenvatting

Onderwerpen in percolatietheorie

Dit proefschrift behandelt verschillende onderwerpen die te maken hebben met
het percolatiemodel. Dit is een model voor een poreuze steen, waarbij de
gaten van de steen voorgesteld worden als kanalen die op regelmatige wijze
met elkaar verbonden zijn. De kanalen laten water op de volgende manier door.
Zij p ∈ [0, 1] de parameter van het model. Elk kanaal is open, dat wil zeggen dat
het water doorlaat, met kans p, onafhankelijk van andere kanalen, en gesloten
met kans 1 − p. Net zoals bij andere modellen uit de statistische mechanica
zijn we voornamelijk gëınteresseerd in het gedrag op grote schaal, de zogeheten
macroscopische eigenschappen van het model. Dit houdt in dat we ons concen-
treren op het geval waarin de kanalen veel kleiner zijn dan de steen zelf. Het
blijkt dat er een kritieke parameter pc ∈ [0, 1] bestaat, zó dat als p < pc, er
louter kleine gaten zijn. Echter, als p > pc, dan lijkt de steen op een spons:
wanneer we de steen onderdompelen in water, zal het water het midden van de
steen bereiken.

Het verschijnsel dat we hierboven beschreven hebben wordt een zogenaamde
faseovergang genoemd. Een ander voorbeeld van dit verschijnsel is het gedrag
van water bij verschillende temperaturen: onder 0 graden Celsius is het ijs,
daarboven is het vloeibaar water. Beschouw het percolatiemodel nu in een
breder verband.

We zien dat verschillende kleine schaal eigenschappen (de kans dat een kanaal
open is) kunnen leiden tot verschillend gedrag op grote schaal (of het water het
midden van de steen bereikt of niet). Oftewel, het percolatiemodel ondersteunt
het idee dat atoom-schaal eigenschappen de globale eigenschappe van materie
kunnen bepalen (of de materie vast, vloeibaar of gas is). Een ander voorbeeld
dat ondersteunt dit idee is het realistischer en nauw verwante Ising model voor
magnetisme.

De eigenschappen van het percolatiemodel dat we hierboven beschreven
hebben, rechtvaardigen verder onderzoek. In het bijzonder is het gedrag van het
model op het kritieke punt p = pc interessant. In de afgelopen twintig jaar is er
substantiële vooruitgang geboekt in de analyse van het kritieke model in twee
dimensies. Door resultaten uit complexe en stochastische analyse, meetkunde
en grafentheorie te combineren, konden enkele opmerkelijke symmetrieën van



het tweedimensionale kritieke model worden afgeleid. Desalniettemin staan er
nog vele problemen open die eenvoudig te formuleren zijn.

Het doel van dit proefschrift is om bij te dragen aan de percolatietheorie. We
verfijnen enkele technieken die gebruikt worden bij de bestudering van het model
en onderzoeken enkele gerelateerde modellen. We beginnen met de beschrijving
van enkele van de gebruikte technieken.

Herinner de beschrijving van de faseovergang van het percolatiemodel hier-
boven. Een wat gedetailleerdere analyse laat zien dat als de kanalen veel kleiner
zijn dan de steen er sprake is van een zogeheten 0 − 1-wet. Voor een kleine
ε > 0 hebben we dat als p > pc + ε, het water het midden van de steen bereikt
met kans dichtbij 1, terwijl voor p < pc − ε, dezelfde kans dichtbij 0 is. Het bli-
jkt dat deze benaderende 0− 1-wet volgt uit enkele concentratie-ongelijkheden
en scherpe-drempelwaarde-resultaten. Deze resultaten beschrijven enkele fun-
damentele eigenschappen van functies van vele onafhankelijke variabelen. Ze
worden daarom in vele vakgebieden gebruikt, zoals in de informatica voor de
analyse van probabilistische algoritmes of in de economie voor de analyse van
kiessystemen. We motiveren onze resultaten door een voorbeeld te geven van
zo’n kiessysteem. We nemen aan dat er n kiezers zijn en elke kiezer stemt ’ja’ of
’nee’ met kans 1/2, onafhankelijk van andere kiezers. Er is een beslissingsproces
dat beslist wat de uitkomst van de stemming is, gegeven de stemmen van de
kiezers. De invloed van een individu i is de kans dat de uitkomst van de stem-
ming verandert als het individu i zijn beslissing verandert, terwijl de andere
stemmen ongewijzigd blijven. Een vermaard resultaat is dat, kort gezegd, de
som van de invloeden het grootst is als de invloed van ieder individu klein is.
Onze bijdrage hieraan is een generalisatie van de ongelijkheid van Talagrand,
welke een gekwantificeerde versie is van het resultaat hierboven. Ons resultaat is
strict genomen niet nieuw, maar het bewijs hiervan is anders dan de bestaande
bewijzen in de literatuur.

Vervolgens bestuderen we het eerste-passage-percolatiemodel. Dit model
kunnen we beschouwen als een uitbreiding van het percolatiemodel: we kennen
nu een positief getal toe aan een kanaal, in plaats van het open of gesloten te
noemen. Dit getal geeft de tijd aan die het water nodig heeft om door het
kanaal te gaan. We voorzien de steen nu van water op een gegeven positie en
onderzoeken hoe het water zich verspreidt in de steen. We geven een bovengrens
voor de variantie van de snelheid waarmee het water zich verspreidt. Dergelijke
bovengrenzen zijn al bekend in de literatuur voor het geval dat de passagetij-
den van verschillende kanalen onafhankelijk zijn van elkaar. Onze methode is
vernieuwend omdat het enkele resultaten uit de literatuur uitbreidt naar het
geval waarin de passagetijden zwak afhankelijk zijn. Onze gegeneraliseerde ver-
sie van de ongelijkheid van Talagrand speelt een cruciale rol in het bewijs van
de genoemde bovengrens voor de variantie.

In het hierboven genoemde eerste-passage-percolatiemodel groeit het ge-
bied waarover het water zich heeft verspreid naarmate de tijd toeneemt. We
beschouwen een ander groeimodel als volgt. We beginnen met het percolatiemodel,
waar de regelmatige structuur van de kanalen een oneindig systeem is, bijvoor-
beeld de binaire boom of een rooster. Ons uitgangspunt is de versie van het



percolatiemodel waar op tijdstip 0 alle kanalen zijn gesloten. Vervolgens elke
kanaal, onafhankelijk van elkaar, opent op een willekeurige tijd die uniform
verdeeld over het interval [0, 1] is. We krijgen het volgende: op tijdstip p = 0 is
ieder kanaal gesloten. Als we vervolgens p laten toenemen, openen steeds meer
kanalen zich en beginnen grotere en grotere gaten (open clusters) te vormen.
Voor p > pc zal een oneindig open cluster gevormd worden en op tijdstip p = 1
zijn alle kanalen geopend. We passen dit proces aan door open clusters waar-
van de grootte groter dan N is, niet toe te staan door te groeien, waarbij N
de parameter van het model is. Oftewel, open clusters met een grootte groter
dan N ’bevriezen’. We onderzoeken het gedrag voor grote N van dit zoge-
naamde N -parameter-bevroren-percolatiemodel voor de gevallen waar de regel-
matige structuur van de kanalen de binaire boom is en het tweedimensionale
vierkantsrooster. Tenslotte merken we nog op dat er een verborgen parameter
in het model is: de manier waarop we de clusters meten.

Beschouw vervolgens het proces op de binaire boom. We laten zien dat als
N richting ∞ gaat, het N -parameter-bevroren-percolatiemodel, onder enkele
milde voorwaarden voor de manier waarop we de clusters meten, convergeert
naar het proces waarbij we, in de beschrijving van het model hierboven, N
vervangen door ∞. De dynamica van dit ∞-parameter proces stuurt het model
naar een toestand waarin het model op alle tijdstippen groter dan 1/2 lijkt op
het kritieke percolatiemodel op de binaire boom. Dit is een voorbeeld van het
zogeheten zelforganiserende kritieke verschijnsel, wat het tot een vrij interessant
model maakt: aardbevingen en fluctuaties in financiële markten beschouwt men
ook als voorbeelden van dit verschijnsel.

In het geval van het vierkantsrooster is de situatie nogal anders, aangezien
het ∞-parameter proces hierop niet bestaat. Bovendien hangt het gedrag van
het N -parameter-bevroren-percolatiemodel af van de manier waarop we de clus-
ters meten. We beperken ons daarom tot het geval waarin we de clusters meten
met hun diameter. Het blijkt dat als N naar ∞ gaat, dat bevroren clusters
slechts ontstaan op tijdstippen dichtbij pc = 1/2 en op kritieke percolatieclus-
ters lijken. Voorts geven onze resultaten precieze grenzen voor de tijden waarop
bevroren clusters gevormd worden. Dit leidt ons tot het volgende vermoeden:
kort gezegd, we verkrijgen een limietproces als we het N -parameter-bevroren-
percolatiemodel dichtbij tijdstip 1/2 bekijken, de ruimte met N schalen en de
tijd met de hierboven verkregen grenzen schalen. We denken ook dat dit pro-
ces het gedrag voor grote N van de N -parameter processen volledig beschrijft.
Dit vermoeden bewijzen en de N -parameter processen onderzoeken voor de
gevallen waarin we de clusters op een andere manier meten, zijn uitdagingen
voor toekomstig onderzoek.


